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INTRODUCTION 
Soit R un corps value ultram&rique complet, non discret et soit E un 
K-espace de Banach ultrametrique. Une representation line&ire continue 
d’un groupe compact G dans E est la donned d’une application de G dans 
l’algebre 6p(I3) des operateurs continua de E telle que, U, = id, ‘CJ,, = U, o Ut, 
8, t E G et quel que soit z E E, l’application s + U@ de G dana E est 
continue. Dans ces conditions, 
Si K eat un sur-corps value du corps p-adique &, on dit que U eat une 
representation p-adique de G. 
L’etude des representations linetlires continues ultrametriques d’un 
groupe compact G a 6te faite par F. Aribaud [l] et W. H. Schikhof [6] 
dans le cas oh G pow&de une mesure de Haar a valeura dans R. Ces 
auteurs obtiennent la plupart des r&ultats de la theorie des repr&entations 
unitaires complexes des groupes compacts. La situation eat tout a fait 
differente dans le cas oti G ne possede pas .de mesure de Haar 8. valeurs 
dans K, comme nous allons le voir en etudiant les representations a-adiques 
de &. Par exemple, grbce a une solution negative au probleme des sous- 
espaces invariant8 qui nous a &tB communiqu&3 par le Professeur Van 
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Rooij (Nijmegen), nous pouvons construiro des representations p-adiques 
de Zp, irreductibles, do dimension infinie. 
Uno partie de ce qui suit a ete annoncee dans [3]. 
1. CONSTRUCTION DES REPRESENTATIONS P-ADIQUES DE Zp 
Le theoreme suivant qui caracterise les representations p-adiques du 
groupe Zp (anne au des entiers de Qp) est nne consequence d'nn result at 
general sur les modules de Banach sur lcs algebres des mesures p-adiques 
d'un groupe compact (c.f. [2] ou [3]). Nous allons en donner ici une 
demonstration directe. 
TIIEORElIIE I: Soient K un sur-corps value complet de Qp et E un 
K -espace de Banach. 
Les representations lineaires continues de Zp dans E sont en corre-
spondance bijective avec les endomorphismes continus v de E tels que 
pour tout x E E, limn .... +co vnx= o. 0 
(i)]I Soit U une representation continue de Zp dans E. 
Posons U1=u; on a Un=un et lIunll<eX pour tout n En. 
Soient x E E et E E n~, il existe mE E 11 tel que pour tout 8 E pm·Zp , 
IIU,x-xll<E. En particulier pour tout m>mE on a lIupmx-xll<e, c'est-
a-dire Hmm-Hen lIU1'mx-xll=O. 
Considerons V=U-IE; pour tout n El1, on a 
vn= I (-l)n-J(~)ui= i (-I)n-J(~)(Uj-le) 
1-0 J 1-0 J 
et ]lvnll< max (eX, l)={l. 
Si l'on pose n = p2m, alors pour j, O<j<p?m, on a: au bien 
(a) 'il<p-m et alors j=pmr, d'ou ui-IE={vpm)r'_IE=Wj 0 (~lpm-IE) 
avec WJ=UI,m(r/-l)+ ... +uvm+IE et IIwJII<fJ. 
Ou bien 
(b) p-m <. Iii; mais alors puisque 
(
p2m) = p?m (p?m -1) 
i j i-I J 
on a 
I (p2m) I p-2m -m i <. Ijl <p . 
On decluit de (a) et (b) que 
212m (p2m) IIvp2mxll = II ! (_I)p2m-j j (uix-x)1I <.fJ max (IIupmx-xll, p-mllxll). 
1-0 
D'ou limm-++co 1IVl'2mxll = o. 
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Associons a 72 El& l’entier 
h= Ian n -- II 1 2b3P 
tel que p%<n<p%+‘; alors lim,, hn= +CQ. 
Ecrivant n=p%+qn, on obtient 
11 vient que lirn*+- IIwnxll =O. 
(ii)11 Rkproquement soit 2) E ..V(& tel que quel que soit 2 E & 
lim,+, wnx = 0. 
Puisque la fonction bindmiale de Zr dans R definie par 
8 
0 
8(8--l) . . . (8--n+l) = 
n n! , 
8Ezp 
, 
est continue et 
8 IOI n < 1 pour tout n in, la fonction de Zp dans J qui 
fonotions 
continue et 8 lo II n wnx ~~~v~x~~. La serie de 
est done convergente ; Vi x =x. 
11 est clair que pour 8 E Zp fix& U: est un X-endomorph&me de B. 
On deduit du theoreme de Banach-Steinhauss que Sup,>0 ljet*II =@< +ca. 
11 vient que IIU;xll< Sup,>0 Ilwnx/j </?~~x~~ et 27; E 9(E) quel que soit 8 E Z,. 
D’autre part, puisque pour tous 8, t E: &, n E$& 
IlU;x-- Uixll6 max (II 2 ,-o ((;) - (::)> @4l, 2: IP4l)~ 
la fonction 
8+u;X= 2 
9QO 
de 2&, dans E eat continue. 
Rappelons que 
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Ainsi 
( > 
y vnx= z 2 
n,O f-o (A) (i) vnx= 
8 t 
(>O 
fp+lx= 2 2 ’ t 
m j (>o 
. vm+3X= 
a>0 ITO m 3 
On acheve la demonstration du th6orBme en remarquant que I2 est 
dense dans ZP et que si U est une representation continue de ZP, alors 
U,x = Uix pour tout n E n. D’oti U& = Uix pour tout 8 E ZP. En d’autres 
termes 
u,x= 2 
0 
8 (w-l#x 
n>o n 
oh u=u1. 
Soit done v E $P(A’) tel que pour tout x E fl, lim+,+, @x=0; alors 
Si de plus Q(V) < 1, ce qui Bquivaut a limn-++oo ljvnll= 0, la representation 
lineaire continue U de Zp dt5finie par v est telle que pour tout s E Z&, 
U, est la puissance 8 de 18-1-v; i.e. 
U,=(1g+v)8= 2 “, vn 
n,0 0 
dans l’algebre de Banach Y(E). 
De telles representations sont dites reprdsentation-s puissances de Zp. 
Soient v E S(E) et A E K tels que e(v) < II) ; c’est-a-dire @(A-lv) < 1. La 
representation puissance 
ul”’ = (Is+ il-4)s = 2 a (klv)n 
0 eo n 
de Z&, associ6e a A-lv a les mi3mes sous-espaces invariants fermes que 
l’endomorphisme v. 
Disons comme pour les representations continues que le couple (B, v) 
est irreductible si les seuls sous-espaces fern& de E stables par v sont 
(0) et E. 
La reprtksentation U “I de 5&,, dans E est irreductible si et seulement 
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si le couple (E, v) pest. Si le couple (E, v) est irrbductible, l’espace E est 
de type denombrable ; alors ou bien E est de dimension finie ou bien E 
est isomorphe a l’espace de Banach co(K) des suites de K qui tendent 
vers zero. 
On peut dorm Bnoncer: 
THliORlhE 2 : Soit K un sur-corps value complet de Qr. 
Pour qu’il existe une representation K-lindaire continue de Zp irre- 
ductible de dimension inflnie il faut et il suffit qu’il existe un espace de 
Banach E isomorphe a co(K) et un endomorphisme continu 2) de E tel 
que le couple (E, w) soit irreductible. 0 
La construction de couples irreductibles de dimension infinie qui suit 
nous a et6 communiquee par A. Van Rooij de l’Universit6 de Nijmegen 
(Hollande) . 
2. EXEM-PLES DE COUPLES IRRl%DUCTIRLES DE DIMENSION INFINIE 
Soit K un corps value ultrametrique complet. Designons par Cx Ze 
compldtk de la cl&ure algdbrique de K et par rx ulze wmpl&on sphdrique 
- c’est-a-dire une extension immkliate maximale - de Cx. 
THliOR&ME 3 : (Van Rooij) 
(i) Soient a E FK, a# 0, et E, la mu+K-algkbre de Banuch de rK 
engendree par a ; a,%8 a-i E Ea. 
(ii) Toute sous-K-algebre de Banach de rK est un corps. En particulier 
Ea est un corps. 0 
(i)ll Le corps rx &ant une extension immediate de CK, si a E rK, 
a# 0, il exist6 bo E CK tel que la-b01 < Ial. bisque CK est le compl&h 
de la cloture algebrique de K, il existe b E CK, algdbrique 8ur K, tel que 
lb-boI<jal. 11 vient que la-bJ<lal et Ibl=lal. 
(1) f3U$5UOSOnS lal=l. 
Considerons alors b E cx, algebrique sur K, tel que ICC- bl < Ial = 1; 
jbl= Ial = 1. 
Soient bl=b, bz, . . ..b.,lesconjugm%debsurK.Onalbtl=l, l<i<m; 
Il--bi’al<l pour 2<i<m et II-b-%zl<l. Considerons le polynome 
minimal 
P(X)= fi (l-bi’X)=l+A~X+...+ImX~EK[X] de b. 
i-1 
On a 
lP(a)l=ll-b-la1 fi Il-bi’al<jl-b-lal<l. 
b-2 
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Puisque P(a) E Ea, on a 
(1 - P(a))-l= 2 P(a)” E Ea. 
-20 
Mais 
1 -P(a) = a( yi: - J~+I d) ; 
ainsi 
m-1 
a-1 = (1 - P(a))-1 ( 2 -S+ld) E Ea. 
1-O 
(2) a e rK, a # 0 quekonghe. 
Soient b E Ox, algebrique sur K, tel que (a- bl < (al et Q son polynome 
minimal. On a laj=lbj=jQ(O)l 1’~ et /A--la*1 = 1 oh 1= Q(0) E K, r le degr6 
de Q. On deduit de (1) que la-r E EL1ar 2 E,. D’ob a-1 = (kz*)(Wa~r) E Ea. 
(ii)]/ Soit A une sous-K-algebre de Banach de PK. Si a E A, a#O, 
puisque E, G A et puisque d’apr&s (i) a-1 E Ea, on a a-1 E A done A eat 
un corps. 
THiiORhXE 4 : (Van Rooij) 
Supposons qu’il existe a E rx transcendant sur K. 
Soient E, la sous-K-algebre de Bansch de rx engendr6e par a et ra 
l’endomorphisme K-lidaire continu de Ea d&ini par za(y) =ay, y E Ea. 
Le couple (E,, ta) eat irr6ductible de dimension in&k. q 
La famille (an) ,,a~ &ant K-libre dans EG, la dimension de E, eat infkie. 
On a pour tout polyn6me P E K[X] et tout y E Ea, P(tll)(y) =P(a)y. 
Puisque (an),>0 eat totale dans E,, il existe, pour tout x E E,, une suite 
de polyn6mes (P&,0 c K[X] telle que z= lirnw= Pt(a). Ainsi 
Soit F un sous-espace ferme de E, stable par ra. Comme P(ta)(y)= 
= P(a)y E F pour tout P E K[XJ et tout y E F, on a xy = lim~-r+oa Ph(a)y E F 
pour tout x E Ea. Le sous-espace F eat done un id&l du corps Ea. Ainsi 
ou bien F=(O) ou bien F=Ea. 
PROPOSITION 1: Soit K un corps value ultrametrique complet, non 
discret, &parable. 
Alors cx# rx; le corps rK eat une extension transcendante de tout 
corps LI; CK. j-J 
Tout corps valu6 ultrametrique complet K, non discret, contient un 
sow-corps vale? complet kl de valuaGm disc&e (isom&riquement) isomorphe 
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8. l’un des corps valu6s complets suivants : le corps p-adique C&, ; le corps 
k((X)), corps de fractions de l’anneau des series formelles k[[X]] it coeffi- 
cients dans le corps discret k egal soit & 9, soit & EP (le corps fini B p 
elements). 
Les corps QP et k((X)) oh k = Q ou k =PP, done aussi kr, sont &parables. 
Alors pour que K eoit s&parable il faut et il suffit que K 8oit un kl - espace 
de Banach de type denombrable. Dans ces conditions, puisque Cx est 
un K-espace de Banach de type denombrable c’est aussi un kr-espace de 
Banach de type denombrable. On deduit alors de la Proposition 2-15 
de [4] que CK n’eSt pas spheriquement COmplet ; done CK # FK. 
Le reste est evident. L’hypothese du Theoreme 4 est done toujours 
satisfaite lorsque K est separable. 
Soit a E rx; en fait E, est le sous-K-espace de Banach de rx engendre 
par (am),as. L’endomorphisme ta de Ea defini par za(y) =ay, y E Ea, est 
tel que e(ra)= lim,, ]ltElll’n== ]a]. Dens le cas ou K est un sur-corps 
value de Qr, associons a tout a E rx tel que ]a] < 1, la representation 
puissance aU de I&, dans Ea d&inie par 
Posons Qp = CQ~. 
THltORkE 6 : Soit K un sur-corps value complet separable de Qp ; 
par exemple si qP C K Ccl,. 
(i) Soit a E rx, transcendant sur K, tel que la\ < 1. 
La representation K-lin6aire continue “77 de ZP dans Ea associee & a, 
definie par 
au,= 
I() 8 c, 8E&, *a0 n 
est une representation iwtiwtible de Zp de clinterceion in$Je. 
(ii) Soient a, b E r x, transcendants sur K tels que (al < 1, lb1 < 1 et 
l4#lbl. 
Les representations @U et bU de Zp sont nondquivalentes. 0 
(i)]] C’est une consequence immediate des theoremes 2 et 4. 
(ii)11 De fapon g&-r&ale, deux representations continues U et V de ZP 
dans les espaces de Banach E et P sont Bquivalentes si et seulement si 
V= UI - lx et w = Vr - lp sont semblables; c’est-a-dire s’il existe un 
isomorphisme d’espaces de Banach T de E sur F tel que et = T-1 o w o T. 
Dans ces conditions, e(a) = e(w). 
Alors si les representations aU et bU, la(#lbl, Btaient Bquivalentes, les 
endomorphismes ta et tb des espaces de Banach E, et & seraient sem- 
blables et l’on aurait Ia] =e(ra) =e(tb) = Ibl. Ce qui est absurde. 
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REHABQUE 1: (i) 11 est clair qu’il existe a et b dans I’x tels que 
/aI = lb] sans que (&, z~) et (&, za) soient semblables. Toutefois 
(ii) Si a et b, transcendants sur Cx, sont pseudo-limites de la m&me 
pseudo-suite de Cauchy de CK, on sait alors que I’application T de & 
dans Kb d&nie par T(a) = b est un isomorphisme isometrique du corps 
EG sur le corps Eb. 
3. LES REPRlhENTATIONS j3-ADIQUES IRRl?DUCTIBLES DE zp DE DIMENSION 
FINIE 
Soit E un K-espace de Banach de &men&m Jinie et soit v un endo- 
morphisme de E; alors lim,+, Ilvn(z)ll= 0 pour tout z E E Bquivaut a 
Em+++, @*II = 0; done aussi a Q(V) = Em,+, 1lvnllllfi< 1. 
Supposant Qr C K, on deduit du theoreme 1 que les representations 
lineaires continues de Zp dans E sont en correspondance bijective avec 
E’ewemble des endomorphismes v de E tels que Q(V) < 1. Toute representation 
lineaire de Zp dens I’espace de dimension flnie E est done une represen- 
tation puissance. 
Designons par PV(X) =det (X1x-v) (resp. Q,(X)) le polynome carac- 
teristique (resp. minimal) de v. Appliquant la theorie de la reduction des 
matrices carrees ; on voit que le couple (E, v), dim E =m< + 00, est iwd- 
ductible si et seulement si le poly&me caract&istique P, de v est krdductible; 
de plus 
PV(X)=&,(X)=A.l)+ 21x-t . ..+ 2,-1x+1+ Xm; 
& E K, O<i<m-1. 
Dens ces conditions, il existe une base (er)i<t<m de E telle que v~=er+l, 
l<i<m-1, et V(em) = xw, &-let. 
Soit alors a une racine du polynome irreductible P,. Considerons sur 
I’extension flnie K[a] de K l’unique valeur absolue qui prolonge celle 
de K. L’extension K[aJ est ainsi un K-espace de Banach de dimension 
flnie m. L’endomorphisme K-lineaire continu ra de K[u] defini par ra(y) = uy, 
y E K[u] est tel que e(za) = lul. On sait que Ial = IPV(0)lllm; ain.& e(z=) = 
= JP,(O)ll’m. Soit T l’isomorphisme de K-espaces de Banach de E sur 
K[a] qui & Q, 1 <igm, associe T(Q) =a(-1, 1 <i urn. I1 est clair que 
v=T-1 o to o 27. D’oh e(v)=&~)=IP,(O)ll’m. Alors si IPV(0)lcl, on a 
e(v) < 1; la reprtkentation puissance 
Ud=(1s+v)8= 2 ’ vn de Zz, 
0 naO n 
dans E est irreductible. 
Si les endomorphismes v et w des espaces de dimension tie E et P 
sont semblables, on a e(v) = e(w) et PO = P,. 11 vient que les reprtkentations 
linkres continues irrdductiblea de Zp sur K de dimension Jinie sont 
d&erminees (a equivalence p&s) par les polyndm~ unitaks irrt!ductibles 
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P E K[X] tels que IP( < 1, lorsque QP C K. En particulier si K est 
algbbriquement clos les reprhentations ihductibles de ZP sur K de 
dimension finies sont de dimension 1; ce sont les caracthes de Zp dans K. 
THI%OR~WE 6: (i) Soit K un sur-corps valu6 complet de QP non- 
alghbriquement ~10s. 11 existe une infinitt5 de reprhentations irr6ductibles 
non Bquivalentes de ZP sur K de dimension >2. 
(ii) Si de plus K est de valuation disc&e, il existe, pour tout entier 
rn 2 1, une infinit6 de reprhentations lineaires continues, ir&ductibles, 
non Bquivalentes de ZP sur K de dimension m. I-J 
(i) C’est clair. 
(ii) Supposons K de valuation disc&e. Soit m un entier > 1. 11 suffit 
de considher les polyn6mes d’Einseinstein 
Al E m, ;20 4 rnz oh m est l’id6al maximal de l’anneau des entiers de K, 
pour voir qu’il existe une inhit de polynames unitaires irkductibles 
P E K[X] de degr6 m tels que [P(O)1 < 1. 
COROLLAIRE: Soit K un sur-corps value complet de QP. 
11 existe des reprhentations continues irrhductibles de ZP sur K de 
dimension tie qui ne se factorise par aucun quotient fini ZPlpnz, de ZP, 
n>l. 0 
Soit (E, v) un couple irrhductible, dim E < + oo, tel que e(v) < 1. Si la 
reprhsentation puissance U, = (1~ + 0)8, s E 2&, provient d’un quotient fini 
ZPIP~ de ZP ; alors U, = 1s pour tout s E $0 Zp. En particulier posant 
U= Ui, on a ur”O= 1~. 11 vient que le polynome caracteristique P, de u, 
Pu(X) = PI,+,(X) = Pv(X - 1) est un facteur irreductible de XP’+J - 1. Mais 
il existe des polyn6mes irreductibles b coefficients dans K qui ne divisent 
aucun des polyn6mes Xp” - 1, 72 > 0. D’oh le corollaire. 
REMARQUE 2: Voici une autre fapon d’obtenir des reprhsentations 
p-adiques de ZP de dimension finie qui ne se factorisent par aucun quotient 
tie de ZP. 
Soit E un espace de Banach de dimension finie ou non sur le sur-corps 
value K de Qr. Soit u un Blement de l’alghbre de Banach .9(E) tel que 
jlull<~-ll~-l. On d&nit une reprhentation lin6aire continue Jidkle du 
groupe additif de l’anneau des entiers A de K dans E en posant 
La restriction v8 = exp (su),s E ZP, de cette reprhentation du sous-groupe 
topologique ZP de A est continue et Jidble. Elle a les mQmes sous-espaces 
invariants fermes que zc et est irr6ductible si et seulement si le couple 
(E, u) l’est. 
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4. EXEMPLES DE REPRlhENTATIONS I)-ADIQUES DE &, NON-IRRtiDlJCTIBLES 
MAIS IREtiDUCTIBLES AU SENS DE SCHUR 
Soient K un corps value complet et L un sur-corps value complet de K. 
Supposons que l’element a de L eat transcendant SW K. Soit E, le sous- 
corps ferme de L engendr6 par K et a. L’operateur ta de E, de multipli- 
cation par a eat tel que e(ra)= llrall= Ial. 
Tout endomorphisme continu T du K-@pace de Banach E, qui commute 
avec G, est un opdrateur de multi~lku&n par un e’ldment de E,. En effet 
si T commute avec za et si P E K[X] eat non nul, alors T commute avec 
tpto) et avec r& =~p(~y-i. Ainsi, si R eat une fraction rationnelle, T 
commute avec rs(=); done par continuite T commute avec rz pour tout 
ZE Ea. 11 vient que T(x.l)=zT(l) et T=zb oh b=T(l). L’ensemble des 
endomorphismes continua du K-espace de Banach E, qui commutent avec 
r,, en d’autres termes le commutant de z~, eat dorm un COTJM (isomorphe 
b E,z). 
Considerons a present la valeur abeolue normale du corps des fractions 
rationnelles K(X) telle que IPI = rnaxO<jGn I&/ pour tout polyn6me 
P = szO J+Xj E K[X]. Soit alors L le complM de K(X) pour cette valeur 
absolue; I’alghbre K(X) d es series formelles &J 4x1 telles que limj++, 
A,= 0 eat une sous-algebre de Banach de L. 
Soient P et & E K[X] deux polyni3mes distincts tels que P(0) = Q(0) = 0; 
IPI< 1 et jQ/<l. Posons a=(P-Q/l+&); on a lal<l. Comme 
appartient a K(X), 1 a sous-K-algebre de Banach BG de L engendree par 
K et a eat contenue dans K(X). On a B,# Ea; car si a-i etait dans Ba, 
puisque 
a=X9(~~o(-1PQIo 
appartient & K(X) alors 
x-1 =a-lpl(a~o (- I),, Q, , )  
serait dans K(X); ce qui eat absurde. 11 vient que le couple (E,, ta) n’ed 
pa.9 iwkductible. Puisque a = (P - Q/ I+ Q) eat transcendant sur K, le com- 
mutant de l’o@wteur wntinu z,, du K-espace de Banaoh EG eat un c~wps 
(isomorphe & EE,). 
Remarquons en passant que l’on sait que K(a)= K(X), done E== L, 
lorsque P et Q sont de degr6 1. Par contre si d” P> 2 ou d” Q> 2, on voit 
que le corps r6siduel de Ea; eat distinct de celui de L, done E,# L. 
Supposons maintenant que K eat un sur-corps value de C&, et con- 
siderons la representation 
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de Zp dans E, associee a rG. I1 eat clair que le cornmutant de aU eat Bgal 
a celui de ra ; c’est done un corps (isomorphe zt Ea). D’ob : 
PROPOSITION 2 : Soient K un sur-corps value complet de QP et L le 
compl6t6 de K(X) pour la valeur absolue normale. 
Soit a==(P-Q/l+Q)EK(X) tel que P(O)=Q(O)=O, IPI< et l&l<& 
et soit Ea le sous-corps ferme de L engendre par K et a. 
Le commutant de la representation continue, non-irreductible, 
de Zp dans Ea eat un corps (irreductibilitk au sens de Schur). 0 
5. EXEMPLES DE REPRtiSENTATIONS p-ADIQUES DE zp NON SEMI-SIMPLES 
Appliquant a nouveau le theoreme 1, on voit que la representation 
p-adique U de ZP dans l’espace de Banach E eat semi-simple si et seulement 
si v = Ui - 1~ eat un endomorphisme semi-simple de E. Ce qui equivaut, 
bmque dim EL +oo, au fait que le polynome minimal QV de v eat sans 
facteur multiple. 
D’autre part si le couple (E, v) eat semi-simple, dim EL + co, et si 
E = @i-1 E, eat une decomposition de E en somme dire&e de sous-espace 
EJ, v-stables irreductibles, on voit que e(v) = maxi<3Gi e(vj) oh vj eat la 
restriction de v a Ej. On sait [c.f. 37 que e(vj) = IPV,(0)IW oh P,, eat le 
polynome caracttkistique de vf et nj =d”P,, = dim Ej. Ainsi 
Le polyndme caractiristique 
pv= fJ&J, 
I-1 
de v s’ecrit aussi 
otl r=q1+ . . . +qm et oh qr eat le nombre des Ef, 1 < j<r, equivalents a Et; 
le polynome minimal QV de v eat donc Bgal a JJ4, Pvj. 11 vient que 
D’oh 
PROPOSITION 3 : Soit K un sur-corps value complet de C&, et soit E 
un K-espace de Banach de dimension flnie. 
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POW que l’endomorphisme v de E definisse une representation lineaire 
continue semi-simple de Zp dans E, il faut et il suffit que le polyn6me 
minimal Qv de w soit de la forme Qv = nrml Pg oti Pr E K[X] est unitaire 
irr6ductible tel que IPg(0)l-c 1, 1 <i G m. 0 
REMARQUE 3: L’exemple des endomorphismes nilpotents ou celui des 
matrices de Jordan montre qu’il existe en toute dimension finie n> 2 
des representations p-adiques de Z,, qui ne sont pas semi-simples. 
Avec les notations du 4”, prenons comme espace de Banach l’algebre 
de Banach B, engendr6e par K et a oh a = (P -Q/l + Q) E K(X) et comme 
endomorphisme I’operateur ra de multiplication par a. Les sous-espaces 
fermes de B,, stables par z a sont les ideaux fermes de Ba. Puisque B, 
est un anneau integre, le couple (Ba, r,) n’est pas semi-simple. Posons 
a= AX; alors B,= K(X) et les sous-espaces fermes stables par ra =kx 
sont lea id6aux de REX} que l’on sait &re de la forme P K (X } oti 
P = x-,, 4Xj est un polynome tel que IPI = I&]. En particulier K(X) 
ne contient aucun sous-espace rx-irreductible. 
Soit v l’o~&ateur “shift” de co(K) ; ven =e,+l oh (e&a0 est la base 
canonique orthonormale de Q(K). 11 a et6 note dans [5] et c’est immediat 
que les operateurs ‘tx et v sont semblables. Tout sous-espace ferme de 
co(K), w-stable correspond & un ideal PK{X} de K(X) et est engendre 
par (W)e&20. 
On a e(w) = 1; si qr & K, associons a la contraction v~=I2a de v, 1 E K, 
0 < lil] < 1, la representation 
u!,‘)= 2 a j.n2)n 
0 n>o n 
de Zr dans co(K). Ces representations ont les m6mes sous-espaces invariants 
que 0. Si U’“’ et IF sont Bquivalentes alors VA et VA’ sont semblables et 
]A] =e(wl) =e(vl’) = 12’1. Reciproquement si 11) = Ifl’), l’operateur T de co(K) 
defini par Te, = (kW)ne It, n> 0, est inversible tel que T o q=v~ o T; 
ainsi U’“’ et 77”‘) sont Bquivalentes. On a 
PROPOSI!l'ION 4: Soit K un sur-corps value complet de C&p et soit v 
l’operateur “shift” de co(K). 
(i) Les representations lin6aires continues U’“’ de Zr dans co(K) 
associees aux contractions de v, 1 E K, 0 < Id1 < 1, ne sont pas semi-simples 
et ne contiennent aucune sous-representation irr6ductible. 
(ii) Deux representations U’“’ et @‘) sont Bquivalentes si et seulement 
si 11) = 11’1. 0 
REMARQUE 4: Soit w l’op&ateur “anti-shift” de co(K) d&ni par w 
eo=O et w e,=e+i, n>l. 
L’Btude complete des sous-espaces de s(K) invariants par w a 6% faite 
dans [5] par M. Van der Put. 
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Faisons ici lea remarques suivantes: 
(i) Pour tout z E c.&), lim ,+.= WX= 0. Done si Qp G K, on a une 
repr6sentation continue I’ de Zp dans co(K) cMnie pm 
v,,x= 2 8 W”X, 8E&, XEti(K)- 
0 n,O n 
(ii) Associons h la contraction WA = Aw, 1 E K, 0-c Iill< 1, la rep6 
sent&ion 
An wn x, 8 E Zp, x E c,,(K). 
Deux reprhsentations V’“’ et V”‘) sont Bquivalentes si et seulement si 
111 = 11’1. 
(iii) Le8 repr&entatiorcs V(‘), mme w, ne 8cmd paa semi-&m&59. I1 
correspond A tout polyn6me irrhductible P de K[X] un sous-espace de 
Q(K), w - ir&ductible, done V”’ - irr6ductible de dimension tie 6gale 
21 d” P. 
N.B. : On peut remplacer dans tout ce qui pr&de “K est un sur-corps 
valu6 complet de &” par “K est un corps valu6 ultramhrique complet 
de caracthistique rthiduelle p”. 
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